Interrogation n°8 — Espaces préhilbertiens
(sujet A) COrI‘igé

NOM i o Prénom : ..ooooviviii Note :

2 le produit scalaire. Enoncer I'inégalité de Cauchy-Scwharz

1. Soit E un espace préhilbertien dont on note (
(avec le cas d’égaliteé).

Cf cours.
2. Soit FE un espace préhilbertien dont on note {(+|+) le produit scalaire. Soit X une partie de E. Rappeler la
définition ensembliste de X+. Que peut-on dire entre X et (X*)* (sans le démontrer) ?

Xt=weE|VueX (v|iu) =0}
X c(xhHt
3. On munit R® de son produit scalaire canonique. On pose

u; = (1,1,0) uz = (1,0,1) F = Vect(uy,us)

(a) Construire une base orthonormée de F' par l'algorithme de Gram-Schmidt.
(b) Déterminer le projeté orthogonal de v = (1,2, 3) sur F, puis la distance de v a F'.

(a) On pose e; = % Or, [lus|| = V12 + 12 + 02 = /2. Donc

fluall”

(1,1,0)
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On pose v = ug — (uz | €1) e1. Or,

(uz | e1) = — . 1 L=
Uo | € e = — = —
=B\ o)) T w T
de sorte que
1 1 1/2 1
vo=[0]—-=|1|=(-1/2 |==| -1
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On pose ey = HEH' Or,
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Ainsi,
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Finalement, on obtient une famille (e1, e2) orthonormée qui est une base de F.

(b) Le projeté orthogonal de v sur F' est

pr(v) = (v]er)er + (v]ea)es



1 3
(v]e) = 2 x(1+2)= 2
| 5
(v]eg) = 7 x (1—-246) :%
Ainsi,
pi(v) = %(1, 1,0)+ %(1, 1,9)
_ é 9(1,1,0) + 5(1,—1,2)]
. % x (14,4, 10)
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Ainsi,




Interrogation n°8 — Espaces préhilbertiens
(sujet B) COI’I’igé

NOM i o Prénom : ..ooooviviii Note :

1. Compléter les identités remarquables suivantes (pour la seconde, on ne donnera qu’une seule expression, au
choix) :

2 2 2
[z +yll™ = llzlI” + [lylI” + 2 (= |y)

2 2 2
@) =14 (= + 9l = 2 = Iyl)

2. Soit E un espace préhilbertien dont on note (-|+) le produit scalaire. Enoncer I'inégalité de Cauchy-Scwharz

(avec le cas d’égaliteé).

Cf cours.
3. Soit E un espace préhilbertien dont on note (- |+) le produit scalaire. Soit F' et G deux s.e.v. de E. Montrer
que (F+G)* = FtnGt.

On raisonne par double inclusion.
— Soit v € (F + G)*. Montrons que v € F- NGt ie. v € Ftetve Gl ie.
VueF (v|u)=0 et Vu' e G (v]u)=0

Or, comme v € (F + G)*, on sait que : Vw € F+ G (v

w) = 0. Soit u € F. Comme u=_u + O,
N~~~
er cG
on en déduit que u € F + G. Ainsi, (v|u) = 0. Donc v € FX. De méme, on montre que v € G*. Ainsi,
ve FtnGt.
— Soit v € F- N G*. Montrons que v € (F +G)*, ie. Vu € F+ G (v|u) = 0. Soit u € F + G. On
peut donc poser u = up + ug avec up € F et ug € G. Montrons que (v|u) = 0, i.e. (v|up +ug) =
(vlup) + (v|ug) =0.

Comme v € F- NG onave Ftie Vu' € F (v|u') = 0. En particulier, (v|ur) = 0. De méme,
comme v € G, on a (v|ug) = 0. Ainsi, (v|u) =0, donc v € (F + G)*.

Finalement, (F + G)* = F- NG+ .




